Christoph Karcher & Lilly Mainusch ~ Gruppe: Ruth Hofmann 3. Blatt — Elementare Zahlentheorie

Alternativ-Blatt
1. Teil
a)

Sei p > 3 prim. Ist p = @ modm und (p,m) = 1, dann gilt (a,m) |a und (a,m) | m und somit (a,m) |p.
Wegen (p,m) = 1 ist aulerdem p [ m, d.h. p # (a,m).
Folglich ist, da p prim ist,

(a,m) =1 (1)
Da alle in dieser Aufgabe auftretenden Werte fiir m keine Primteiler grofler als 3 besitzen und p > 3,
konnen alle a, fiir die (a,m) # 1, als Losung ausgeschlossen werden.

I) Es gilt
(_>:1 222 p=1mod4 < p=1,5mod8
p
-1
<>:_1 2% p=3modd <= p=3,7mod8
p
(2>—1 <2:2>3 p=1,7 mod8
p
2 2.2.3 _
I; =-1 & p=3,5 mod8
Also ist
<_2>:1 — <_1> <2>:1 — (_1>:<2>::|:1 <~ p=1,3 mod8
p p p p p
II) Es gilt

und deshalb

Also ist

III) Es gilt
():1 <— p=1modd < p=1,5modl2

-1
():—1 <— p=3modd < p=7,11 mod12
p

3
() =1 < p=1,11 mod12
p



<3) =-1 <= p=5,7modl12
p

Also ist
-3 -1 3
— | =1 <= —|=(-)=%£1 <= p=1,Tmod12 < p=1mod6
b p p
IV) Es gilt
-2
():1 <~ p=1,3mod8 <= p=1,11,17,19 mod 24
p
2
<> -1 < p=5Tmod8 < p=5,7,13,23 mod24
p
3
():1 <— p=1modb6 <= p=1,7,13,19 mod 24
-3
— | =—-1 <= p=5modb6 < p=5,11,17,23 mod 24
p
Also ist
6 -2 -3
-=1 <<= —|=(—)=4+1 <= p=1,5,19,23 mod 24
p p p
V) Es gilt
-2
()zl <— p=1,3mod8 < p=111,17,19 mod24
p
—2
<>:—1 <~ p=5Tmod8 < p=5,7,13,23 mod24
p
(3):1 <~ p=111modl2 < p=1,11,13,23 mod24
p
<3)1 < p=5Tmodl2 < p=5,7,17,19 mod 24
p
Also ist
—6 -2 3
— | =1 <= —)=(-)=+41 < p=1,57,11 mod24
p p p
b)

Im Folgenden sei p ein Primteiler von n® — n* + 1. Behauptung: Sei n € N. Dann ist jeder prime Teiler p
8

von z := n® — n* 4 1 kein Teiler der Zahlen n?, n® +n und n® — n. AuBerdem existieren a, b, c € N mit
an® =1 mod p (2)
b(n®+n) =1 modp (3)
¢(n®—n) =1 modp (4)

Beweis: Es gilt
p fn® —n*=n*(n® —n®) =n®(n®+n) (n® —n)

—opfn?, pfnd+n und p fnd—n

Definiere nun @ :=n% —n?, b:=n® —n3 und é := n® + n3, dann ist
Em2:(n6—n2)n2:z—1z—lmodp
5(n3+n):n2(n3—n)(n3+n):z—lz—lmodp
6(n37n):n2(n3+n)(n3fn):zflzflmodp
Setze nun a == a(z — 1), b:=b(z — 1) und ¢ := &(z — 1), dann ist

an2=b(n3—|—n) (3 ) (z—1) —lmodp



2. Teil

Behauptung: Es gilt
(an4 — a)2 4+1=0 modp

(bn4 + bn? er)2 —2=0 modp

4fcn2+c)2+2£0modp

(cn
(an4 + a)2 =3 modp
(2714 — 1)2 = —3 modp
(bn4 +3bn? + b)2 =6 modp

(cn4 —3cn® + 0)2 = — 6 modp

Fiir jeden Primteiler p von n® —n* + 1 gilt
5)-G)-()-C)
p p p p
und p = 1 mod 24.

Beweis:Aus z = (z* — 1)2 + (x2)2 folgt
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(ant — a)? +12 (ant —a)? + (an?)? = a® (n* — 1)* + a2 (n)? = a2 = 0 mod p
Aus z = (24 + 22 +1)" = 2 («® + 2)” folgt
(bn* +bn2 +0)° — 22 82 (n* 4 02 +1)° — 22 (n® + 1) = 22 = 0 mod p
Aus z = (a* =22+ 1)? +2 (28 — 2)? (die Gleichung auf dem Aufgabenblatt ist falsch!) folgt

(cn4 —cn? —|—c)2 + 2 (54) & (n4 —n?+ 1)2 +2¢2 (n3 —n)2 =c?2=0modp

Aus z = (:r4 + 1)2 -3 (m2)2 folgt
(an* +a)2 @ a® (n* + 1)2 =a? <z+3 (n2)2> =3 (an2)2 =3 modp

Aus z = (Jc4 — %)2 +3 (%)2 folgt

Aus z = (x4 +322 + 1)2 —6 (333 + x)2 folgt
(bn4 + 3bn? + b)2 =0’ (n4 +3n% + 1)2 = b2z + 6b° (n3 + n)2 (53) 6 modp
Aus z = (954 — 3z + 1)2 +6 (x3 — x)2 folgt

(cn4 — 3cn? +c)2 =c? (n4 —3n? 4 1)2 =%z — 6¢2 (n3 - n)2 54) —6 modp

—~



Wegen (5) bis (11) existiert fiir jedes k € {—1,2,—2,3,—-3,6,—6} eine natiirliche Zahl, deren Qua-
drat fiquivalent k¥ modulo p ist (z.B. an* — @ im Falle & = —1). Daher sind definitionsgemif alle
ke {-1,2,-2,3,6,—6} quadratische Reste modulo p, d.h.

5)-G)-G)-6)-0)-GF)-
p b p p p p
Wegen II), IV) und V) gilt daher
p=1,11 mod12 bzw. p=1,11,13,23 mod24
und p=1,5,19,23 mod24
und p=1,5,7,11 mod 24

Also p=1 mod 24



